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Zusammenfassung — Im zweiten Teil des Ar-
tikels zum chaotischen Oszillator, dessen An-
fang am 6.2.2020 hier erschienen ist, erértern wir
den Mechanismus der Periodenverdopplung. Im
ersten Teil wurde der Rohrenoszillator, dessen
Schaltplan Abbildung 1 gezeigt ist, mittels der
Kirchhoffschen Regeln analysiert. Das Phéno-
men der Periodenverdopplungen bis hin zum
chaotischen Verhalten wurden dort beschrieben.
Auflerdem wurde eine nichtlineare Schwingungs-
gleichung fiir den Gitterstrom und die -spannung
der Pentode abgeleitet. Auf diese Gleichung bau-
en wir hier auf. Wir wollen verstehen, wie es
moglich ist, dass ein solcher Oszillator neben
den typischen Oberwellen auch Wellenanteile mit
halber Frequenz erzeugt. Den Versuchsaufbau
dieses Ostzillators, an dem die Gleichung expe-
rimentell nachvollzogen wurde, zeigt Abbildung
2.

1 Oberwellen mit halber

Grundfrequenz?

Es ist tatséchlich nicht ganz offensichtlich, wie-
so am Rohrenoszillator Oberwellen (falls man
sie so nennen darf) mit der halben, oder sogar
mit einem Viertel der Grundfrquenz entstehen.
Es ist allgemein bekannt, dass elektrische Os-
zillatoren und speziell solche mit Rohren neben
der Grundfrequenz fy auch Oberwellen mit dem
ganzzahlig Vielfachen der Grundfrequenz erzeu-
gen — wir beschreiben hier der allgemeinen elek-
trotechnischen Konvention folgend Schwingun-
gen durch ihre Kreisfrequenz w = 2w f, dem 27-
fachen der eigentlichen Frequenz f. Dies liegt
an den nichtlinearen elektrischen Eigenschaften
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Abbildung 1: Schaltplan des Oszillators

von Rohren und auch von Transistoren. Wenn
man mit diesen aktiven Bauelementen Schwin-
gungen erzeugen mochten, dann machen sich ihre
nichtlinearen elektrischen Eigenschaften spétes-
tens dann bemerkbar, wenn die Schwingungs-
amplitude grofl ist: die Schwingungsform der
Spannung, die man beispielsweise am Schwing-
kreis mifit, weicht von der Gestalt einer Sinus-
schwingung mit der Resonanzfrequenz w, des
Schwingkreises ab. Das aktive Bauelement treibt
nicht nur die Schwingungensentstehung an, es
begrenzt andererseits auch ihre Amplitude nach
oben. Unser Rohrenoszillator tut dies vorwiegend
durch den Einsatz des Gitterstroms. Mit zuneh-
mender Schwingungsamplitude steigt der Gitter-
strom wéihrend der positiven Halbwelle stark an.
Das Gitter der Rohre entzieht dem Schwingkreis
zunehmend Energie. Dadurch erhoht sich einer-
seits die Dampfung des Schwingkreises. Anderer-
seits wird die Sinusschwingung zu einer asymme-
trischen Welle deformiert.

2 Fourier-Analyse und Fre-

quenzspektrum

Nach dem bekannten Theorem von Joseph Fou-
rier, einem franzosischen Mathematiker, der um
die Zeit der franzosischen Revolution wirkte (und
sogar Napoleon Bonaparte im Jahr 1798 auf
dessen &gyptischem Feldzug begleitete), lassen
sich grundsétzlich alle periodischen Vorginge,
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Abbildung 2: Der Versuchsaufbau mittels
Elektronik-Experimentierkasten.

wenn sie von der harmonischen Sinusform ab-
weichen, stets durch eine Uberlagerung mit har-
monischen Schwingungen hoherer Frequenz be-
schreiben. Die dabei vorkommenden Schwingun-
gen haben Frequenzen, die stets ganzzahlig Viel-
fache der Grundfrequenz wg sind. Jede periodi-
sche Spannung U (t) der Grundfrequenz wy kann
also als Uberlagerung von sinusformigen Teil-
spannungen U, (t) = a,e*“"’ angesehen werden,
wobei a, = a}, + ia) die komplexwertige Ampli-
tude der n-ten Harmonischen mit der Frequenz
Wy, = nwg ist. a, und a bezeichnet man als
Real- und Imaginérteil. Der Index n =1,2,3...
durchléuft alle positiven ganzen Zahlen.

U(t) = Re i ap €Mt (1)

n=1

Die Koeffizienten a, berechnen sich umgekehrt

zu
1 To .
= [ UmeTta @)
To Jo
mit Ty = 2m/wg als Periodenzeit der Schwin-
gung. Die Betrige der Amplituden a,, machen
das Frequenzspektrum der Schwingungen aus.
Im FFT-Modus eines Digitaloszilloskops 143t
es sich unmittelbar darstellen. Das Oszilloskop
zeigt eine Folge von entsprechend hohen ,,Peaks*
auf seinem Schirm, im konstanten Abstand der
Grundfrequenz f; = wg/2m, siche Abbildung 3.

3 So reagiert der Oszillator-
schwingkreis auf ,,Fremdfre-
quenzen®

Soviel als knappe Zusammenfassung des Lehr-
buchwissens der Elektronik, das wir hier nicht
weiter vertiefen. Wir vermerken, dass hier al-
lerdings keine halbzahligen Vielfachen von wg
vorkommen, also etwa die Frequenz wg/2, oder
zum Beispiel 3wg/2. Sie sind nicht Bestand-
teil des Spektrums eines periodischen Ostzillators
mit Grundfrequenz w,, obgleich diese im schon
erwihnten ersten Teil dieses Berichts auf den
dort abfotografierten Oszillogrammen klar zu se-
hen waren. Wir haben hier also zu kldren, wie sol-
che Frequenzen entstehen. Man spricht hier von
Periodenverdopplung, doch ware Frequenzhalbie-
rung sicherlich ein ebenso treffender Begriff.

Um dies zu verstehen, betrachten wir die bei-
den Gleichungen fiir Ug und I, fiir Gitterspan-
nung und Schwingkreisstrom, Nummer (20) und
(21) aus dem ersten Teil. Diese bilden ein gekop-
peltes Gleichungssystem, wobei die Koeffizienten
¢ und B die Dadmpfung sowie die nichtlineare Ein-
kopplung im Schwingkreis des Rohrenoszillators
angeben:

1 dUq
_ 3
RZ dT ( )
d?1, dIy,
<2t (e - B(Ua - T0)) - t I
und
1 (dUs U, c g c
G G 1 u(th) 1
—_— —_— —_— —_— e = — I
Rz<d7' Tg>+02 e T g

Rz ist die Schwingkreisimpedanz. Die effektive
thermische Anlaufspannung der Roéhre ist U e(lffh'),
und I ist der Gitterstrom, der sich aufgrund der
Anlaufspannung zwischen Steuergitter und Ka-
thode im Kurzschlussfall einstellt. Ug gibt die
Gittervorspannung am Arbeitspunkt der Rohre
an. C1/Cy ist das Teilerverhéltnis des kapaziti-
ven Spannungsteilers vor dem Rohrengitter. T,
ist die Zeitkonstante der Entladung des Konden-
sators Cy iiber den Gitter-Ableitwiderstand. Die
Resonanzkreisfrequenz w, im schwach riickge-
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koppleten Fall, wo der Oszillator eben zu schwin-
gen beginnt, haben wir auf Eins normiert. Als
Zeitachse haben wir die dimensionslose Variable
T = wgt eingefiihrt.

Wir betrachten nun Gleichung (3) fiir eine
einfache harmonische Schwingung der Frequenz
w und setzen Ug(7) = Unel” sowie I(7) =
1,679 Hierbei sind U, und I, die reellwer-
tigen Amplituden von Spannung und Strom. ¢,
ist die Phasenverschiebung des Stroms gegeniiber
der Spannung. Einsetzen ergibt

1 dUg
Ry dr
[—w
Dies ist die Gleichung fiir den Stromverlauf
It,(T) einer erzwungenen Schwingung an einem
Schwingkreis mit der Eigenfrequenz ws = 1 und
der Dimpfung e 4+ 8Ug. Der letzte Term auf der
rechten Seite ist zum Produkt Ugly, proportio-
nal und oszilliert in der Zeit gem#f e?«7”
mit der doppelten Erregerfrequenz. Es generiert
einen Beitrag zu den Oberwellen der Frequenz
2w. Dies ist im oberen Spektrum in Abbildung
3 zu sehen. Solche Oberwellen kénnen wir hier
zunéchst aus der Betrachtung ausschliefen. Viel-
mehr untersuchen wir die Phasenbeziehung zwi-
schen I;, udn Ug. Dazu nehmen wir an, dass
die Dampfung ¢ + fUg < wg recht klein sei.
Die Phasenbezichung folgt dem iiblichen Bild ei-
ner erzwungenen Schwingung. Wenn die Schwin-
gungsfrequenz w kleiner ist als die Eigenfrequenz
wg = 1, dann ist der Strom Ir, mit dUg/d7 pha-
sengleich. Der Strom eilt der Spannung um na-
hezu ¢, = —90° voraus. Wenn dagegen w > wy
ist, dann eilt der Strom der Spannung und ¢, =
+90° nach. Wenn man also die Frequenz w lang-
sam iiber den Schwellwert w, erhoht, dann macht
der Strom relativ zur Spannung einen Phasen-
sprung von 180°. Nur im Resonanzfall, wenn
w = wyg ist, sind Strom und Spannung gleich-
phasig. Dieser Phasensprung verlduft als Funk-
tion von w natiirlich nicht diskontinuierlich. Er
vollzieht sich stetig in einem schmalen Frequenz-
bereich in der Umgebung von wg. Dieser Be-
reich ist um so schmaler, je kleiner die Ddmpfung
des Schwingkreises ist. Wir vermerken hier, dass

N

, also

- (5)
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Abbildung 3: Oben: Spektrum mit Grundfre-
quenz und Oberwellen im reguléren Betrieb. Un-
ten: bei der Periodenverdopplung erscheinen im
Spektrum halbzahlige Vielfache der Grundfre-
quenz.

die Phasenverschiebung ¢, als Funktion der Fre-
quenz fiir das Versténdnis der Periodenverdopp-
lung bei der halben Schwingkreisfrequenz wg/2
von entscheidender Bedeutung ist. Hier ndmlich
eilt der Strom der Spannung um nahezu —90°
voraus.

4 Wie halbe
verstirkt werden

Frequenzen

Wir regen den Schwingkreis bei der Resonanzfre-
quenz wg an. Zusétzlich berechnen wir die Am-
plitude Iy(7) der Schwingung mit der halben
Frequenz wg/2. Diese Amplitude mag sich im
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Verlauf vieler Schwingungsperioden allméhlich
dndern. Wir setzen also Ip,(7) = I,el%e™i¢n 1
Ih(T)e%Tfid’h, wobei ¢y, die Phase des Stroms
ist. Unser Augenmerk gilt dabei den nichtlinea-
ren Termen der Gleichung. Wir vermerken hier-
zu, dass Spannungen und Strome natiirlich reell
und nicht komplex sind. Das heifit, wir messen
immer nur den Realteil einer komplexen Wel-
le ¢*7, also die Uberlagerung 3(el” + e7ivT).
Dadurch liegt die gleiche Welle mit identischer
Amplitude immer auch mit negativer Frequenz
—w vor. Das gilt auch fiir die Anregung mit
halber Resonanzfrequenz, die wir hier untersu-
chen. Dies hat zur Konsequenz, dass in dem
Produkt Ugl;, aus Gleichung (5) ein Beitrag
%UneingIhe_MTgH'i‘éh = %UnlheMTgTH‘m‘ auftritt.
Das ist eine Schwingungskomponente der Fre-
quenz wg/2, deren Amplitude gleich U,I(7)
ist. Wir vermerken, dass diese Koinzidenz der
Schwebungsfrequenz aus den beiden sich iiber-
lagernden Frequenzanteilen w, mit wy /2 mit den
Frequenzen selbst fiir keine andere Kombinati-
on als die eigentliche und die halbe Resonanzfre-
quenz des Schwingkreises moglich ist.

Wir setzen dies alles wieder in Gleichung (3)
ein, wobei aber allein die Schwingungsanteile mit
der Frequenz wg /2 betrachtet werden. Die allge-

meine Phase e2 7% dividieren wir heraus.

d2r, W iwg -

a2 + [—Z+7<€+ﬁUG)+1 Iy
= (i, 4 20U dy
B & 2 dr
+ leﬂ Un Ih 62i¢h (6)

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Entwick-
lung der Wellenamplitude bei halber Grundfre-
quenz.

5 Die Bedeutung der Nicht-

linearitéit
Wir diskutieren nun die Frage, unter welchen Be-

dingungen der Strom I}, (7) von halber Eigenfre-
quenz in der Zeit anwéichst und machen den An-

satz Iy(7) = Ae™7. Hierbei ist A die Amplitude
zum Zeitpunkt 7 = 0 und v, (mit |y,| < wg) der
rein reelle Wachstumsparameter. Falls Losungen
mit 7y, > 0 existieren, dann kann Ij,(7) auch bei
einer sehr geringen Anfangsamplitude A in der
Zeit stark anwachsen. Wir ersetzen w, zudem
iiberall explizit durch 1. Einsetzen in Gleichung
(6) ergibt

V2 4 iy + Z - iﬁUneQi% + %(5 + BUc) = 0

(7)
Man beachte, dass der letzte Term auf der linken
Seite dieser Gleichung nach unseren Vorausset-
zungen verhéaltnisméaBig klein ist gegen dem Term
1—%}? = %, der diesen Wert aufgrund der Phasen-
lage im Schwingkreis unterhalb der Resonanz bei
wg hat. Betrachtet man die iibrigen Terme und
nimmt weiter an, dass der Beitrag SU, ebenfalls
sehr klein ist, dann reduziert sich die Bedingung
fiir vy, auf 7}21 + iy, + % = (. Diese quadratische
Gleichung fiir }, hat aber iberhaupt keine reelle
Losung, und ein komplexes v, erfiillt die oben
gestellte Bedingung nicht. Die einzig mogliche
Losung von Gl. (6) ist also jene, bei der die Am-
plitude A beziehungsweise Iy, (7) der Schwingung
mit halber Resonanzfrequenz wy /2 Null ist.

Die Lage &ndert sich jedoch, wenn wir anneh-
men, der nichtlineare Term sei von erheblicher
Grofle. Eine rein reelle, positive Losung fiir vy
ergibt sich, wenn wir diesen Term nach Betrag
und Phase anpassen. Gleichung (7) lautet ! in
dieser Darstellung

32 12 1
{(wﬁ + Z) + wﬁ} ¢ = 2 U, 0T
(8)

mit der Phase tandy, = y;j; 7. Dies funktioniert
h
allerdings nur dann, wenn !
BUs > 3 (9)

weil der Betrag der linken Seite dieser Gleichung

'Hinweis: Die vollstindige Amplitudengleichung ist

32 |
{(wﬁ—kz) + i (1—§Un0086h)} :ZﬁUn

Doch lassen sich die weiteren Terme mit SU, an die-
ser Stelle immer als geringfiigig abschétzen, selbst wenn
BUL > 1 ist.
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Abbildung 4: Die anfingliche Wachstumsrate 7y,
der Amplitude des Schwingungsanteils mit der
halben Resonanzfrequenz als Funktion der nicht-
linearen Kopplung SU,.

selbst im Grenzfall, dass < nahe Null ist, kei-
nen Wert unter % annehmen kann. Ziehen wir
aus dem ersten Teil des Berichts die dortige Glei-
chung (19) mit der genauen Definition des Para-
meters § hier hinzu, dann lautet die Bedingung

fiir die Periodenverdopplung
kv L1Seg Uy > 3C9Ry (10)

Eine genaue Analyse von Gleichung (8) er-
gibt, dass die Wachstumsrate der Amplitude im
Grenzfall |y,| < 1 durch

0 ; BUL<3
— 11
" 2 (BU.—3) ; BU,>3 )

gegeben ist. Dies ist in Abbildung 4 dargestellt.
Die Phasenverschiebung ¢y, ergibt sich schliellich
zu - 1

¢n = ~1 + 3 arctan ﬁ (12)
und liegt fiir kleine Werte von -}, knapp oberhalb
von —45°. Ubrigens ist auch eine Losung mit ne-
gativem reellen 71, moglich. Diese entspricht ei-
ner gedampften Welle. Jedoch ist die Phasenver-
schiebung etwas anders. Sie liegt hierfiir ein we-
nig unterhalb von —45°. Ein positives vy, zeigt
ein Wachstum der Welle mit halber Resonanz-
frequenz an. Die Wachstumsrate ist im Vergleich
zur Schwingungsperiode wg/2 sehr gering, wenn
U, die Ungleichung in (9) nur knapp erfiillt.
Verfehlt sie die Ungleichung dagegen, und sei es
nur ganz geringfiigig, dann muss die Amplitude
A unseres Ansatzes Null sein.

6 Fazit

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass
in unserem Rohrenoszillator eine Periodenver-
dopplung stattfindet, wenn die Amplitude Uy, der
Grundschwingung und die nichtlineare Einkopp-
lung 5 des Ostzillators eine gewisse Schwelle iiber-
schreiten. Bei hinreichend kleiner Schwingungs-
amplitude arbeitet der Oszillator dagegen im re-
gulédr-periodischen Betrieb. Die Entstehung von
harmonischen Oberwellen ist im Gegensatz zu
den Periodenverdopplungen nicht an eine solche
kritische Schwelle gebunden. Oberwellen nehmen
einfach stetig mit steigender Oszillatoramplitude
an Intensitat zu.

Ist nun erst einmal eine Periodenverdopplung
eingetreten, dann lasst sich die hier gezeigte Ana-
lyse mit geéinderten Rollen unter den Frequen-
zen wiederholen. Bei der zweiten Periodenver-
dopplung {iiberlagern sich die Wellen der hal-
ben Grundfrequenz mit solchen von einer Fre-
quenz, die dem Viertel der Grundfrequenz ent-
spricht, oder auch einem Dreiviertel. Hierdurch
beginnt eine Kaskade, die sich durch weitere Her-
aufsetzung der nichtlinearen Einkopplung 5 be-
liebig fortsetzt und schliefflich zur Entstehung ei-
nes Frequenzkontinuums fiihrt. Die Schwingun-
gen des Ostzillators sind dann nicht mehr pe-
riodisch und vorhersagbar, sondern eben chao-
tisch.
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